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Bitte beachten!

Beginnen Sie jede Aufgabe mit einem neuen Blatt.

e Alle Aussagen miissen sorgfiltig begriindet werden.

Bearbeitungszeit 120 Minuten.

Erlaubte Hilfsmittel: Keine.

Viel Erfolg!

Schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen und Matrikelnummer.




i) Sei R die folgende Relation auf R:
R={(z,y) e RxR:x-y >0}

Zeigen oder widerlegen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist.
ii) Untersuchen Sie die folgende Abbildung f auf Injektivitdt und Surjek-
tivitat:

f:C —- C

Z*—)ZQ.

[Losung]
i) Refl: z -z =22 >0Vz € R
Symm.:z-y>0=y-x=z-y>0Wzr,yeR

Trans.: 1-0 > 0 und 0-(—1) > 0, aber 1-(—1) < 0 = R ist nicht
transitiv

ii) Nicht injektiv, da f(1) = f(—1).
Surjektiv, da Vz € C3Ir € R, ¢ € [0,27) mit 2 = re’” und dann

f(\reis) = z.

2. Gegeben sei die Matrix

_ I -1 2x2
A_(O 1>6R .

i) Berechnen Sie A% ATA und A"
ii) Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:



ii) Induktionsanfang: Der Fall n = 1 ist gerade die Beschreibung der

Matrix A, oder auch fiir n = 2 folgt dies aus i) A? = < (1) _? >

Induktionsschluss von n auf n + 1:

e as () -(0)
_ ((1) —(n1+1)>'

3. Seiin der Menge Z7 aller Restklassen modulo 7 folgende Operation o erklart:
0 : g X Ly — Z7 mit o ([a]7, [b]'y) = [CL]7 o [b]7 = [a + b+ 6]7

i) Bestimmen Sie das neutrale Element.

ii) Bestimmen Sie die inversen Elemente von [2]

und [5]7.
]

7
iii) Bestimmen Sie [z]; aus der Gleichung: [z]; o [5]7 = [2]7.

[Losung]

i) [al7 o [n]7 = lal
= [a+n+6]; = [a];

=n =1, d. h. [n]; = [1]; (Neutrales Element)

ii) Sei [c]; das inverse Element von [2];. Dann muss gelten [2]70]c]; = [1]7
= [24+c+6]; =[1];
= c¢= 0= [c]; = [0]; (Inverses von [2];)
Fiir [5)7 ergibt sich [5]7 o [c]7 = [1]7
= [b+c+6];=][1]

= ¢ =4 = [c]; = [4]7 (Inverses von [5];)
i) [z]7 o [5]r = [2]; |o[4]

[z]7 0 [1]s = [2+ 4 + 6|7 = [5]7

= [z]7 = [5]7



4. Geben sei das folgende Gleichungssystems iiber C:

ifL’l — To — iZE3 =1
2[E1 + iZBQ + r3 = i
—iry + w2 + aizz = f

Bestimmen Sie «, 8 € C so, dass das Gleichungssystem

i) keine Losung hat,
ii) genau eine Losung hat,

iii) unendlich viele Losungen hat.

[Losung]
1 —1 —1|1 1 —1 —i 1
2 1 11 -1 0 —1 3 31
i1 ailp 0 0 (a—1)i|B+1

i) Keine Losung, wenn « —1 =0und f+1#0,d. h. « =1 und § # —1.
ii) Genau eine Losung, wenn « # 1 und f beliebig.

iii) Unendlich viele Losungen, wenn aw = 1 und = —1.

5. Gegeben sei eine lineare Abbildung f : R* — R3 mit f(x) = Ax und

1 -1 21
A=10 1 -1 1
2 3 51

i) Bestimmen Sie Kern(f) und dim Kern(f).
ii) Untersuchen Sie, ob der Vektor (1,1,13)T in Bild(f) liegt.
iii) Bestimmen Sie das Bild f(v) des Vektors v = (1,0,1,0)T.

[Losung]

i)

1 -1 2 1/0 ] 1 1 -1 2 1]0 | 1
0 1 -11/0] 1]=>{0o 1 -1 1/0] 1
2 3 5 1[0 | 13 0 5 1 —1/0 | 11

0 0 6 6|0 |
Kern(f) = {x € R*: A\ (=3,0,1,1)T,\ € R} und so dim Kern(f) =1

0

0

0
1 -1 2 1]0 | 1
slo0o 1 -1 1]0 1
6

4



i) (1,1,13)7 liegt in Bild, da Ax = (1,1, 13)T die Losungen
x = (1,2,1,00T+ A (=3,0,1,1)T,\ € R hat.

iii) £(1,0,1,0)T = A(1,0,1,0)T = (3,—1,7)T.

i) Sei vi = 3(1,1,1,1)7, vo = 1(=1,-1,1,1)T, und sei W C R* der
Unterraum

W ={xeR": (v),x) =0A (vy,x) = 0}.
a) Man bestimme eine Basis und die Dimension von W.

b) Man bestimme eine Orthonormalbasis von W.

ii) Sei U € R™ ™ eine orthogonale Matrix, und sei || - || die Standardnorm
auf dem R", d.h. fiir x € R" ist ||x]| = \/(x,x) = V/XTx.
Man beweise: Fiir alle v € R" gilt

U] =l

[Losung] zu i) a): Es ist

e feem (0 )= (0)

und ein Schritt im Gaussalgorithmus liefert das System (als erweiterte Ma-

trix)
111 110
002 20/

Somit ist (z.B.)

1 0
-1 0

W = )\2 0 +)\4 1 1)\2,)\4€R
0 -1

Die Vektoren w; = (1,—1,0,0)T, wo = (0,0,1,—1)T bilden eine Basis von
W und die Dimension von W ist daher 2 (siche Def 5.23).

zu i) b): Seien wy, wy die Vektoren aus a). Es ist (w1, wo) = 0 und wegen
|wi]| = ||w| = v/2, bilden %wl, \%Wg eine Orthonormalbasis von W
(siche Def. 7.12).

zu ii) Fiir eine orthonormale Matrix gilt UTU = I,, (siehe Def 7.15). Damit
ist

IUV|)?=(UV)(Uv)=vIUUv=vTIv=vlv=|v|.



