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1.

i) Sei R die folgende Relation auf R:

R = {(x, y) ∈ R× R : x · y ≥ 0}.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass R eine Äquivalenzrelation ist.

ii) Untersuchen Sie die folgende Abbildung f auf Injektivität und Surjek-
tivität:

f : C → C
z 7→ z2.

[Lösung]

i) Refl.: x · x = x2 ≥ 0 ∀x ∈ R
Symm.: x · y ≥ 0⇒ y · x = x · y ≥ 0∀x, y ∈ R
Trans.: 1 · 0 ≥ 0 und 0 · (−1) ≥ 0, aber 1 · (−1) < 0 ⇒ R ist nicht
transitiv

ii) Nicht injektiv, da f(1) = f(−1).

Surjektiv, da ∀z ∈ C∃r ∈ R≥0, φ ∈ [0, 2π) mit z = reiϕ und dann
f
(√

rei
ϕ
2

)
= z.

2. Gegeben sei die Matrix

A =

(
1 −1
0 1

)
∈ R2×2.

i) Berechnen Sie A2, ATA und A−1.

ii) Zeigen Sie mit vollständiger Induktion, dass für alle n ∈ N gilt:

An =

(
1 −n
0 1

)
.

[Lösung]

i) A2 =

(
1 −1
0 1

)
·
(

1 −1
0 1

)
=

(
1 −2
0 1

)
ATA =

(
1 0
−1 1

)
·
(

1 −1
0 1

)
=

(
1 −1
−1 2

)
(

1 −1 1 0
0 1 0 1

)
→
(

1 0 1 1
0 1 0 1

)
→ A−1 =

(
1 1
0 1

)
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ii) Induktionsanfang: Der Fall n = 1 ist gerade die Beschreibung der

Matrix A, oder auch für n = 2 folgt dies aus i) A2 =

(
1 −2
0 1

)
.

Induktionsschluss von n auf n+ 1:

An+1 = An · A =

(
1 −n
0 1

)(
1 −1
0 1

)
=

(
1 −1− n
0 1

)
=

(
1 −(n+ 1)
0 1

)
.

3. Sei in der Menge Z7 aller Restklassen modulo 7 folgende Operation ◦ erklärt:

◦ : Z7 × Z7 → Z7 mit ◦ ([a]7, [b]7) = [a]7 ◦ [b]7 = [a+ b+ 6]7.

i) Bestimmen Sie das neutrale Element.

ii) Bestimmen Sie die inversen Elemente von [2]7 und [5]7.

iii) Bestimmen Sie [x]7 aus der Gleichung: [x]7 ◦ [5]7 = [2]7.

[Lösung]

i) [a]7 ◦ [n]7 = [a]7

⇒ [a+ n+ 6]7 = [a]7

⇒ n = 1, d. h. [n]7 = [1]7 (Neutrales Element)

ii) Sei [c]7 das inverse Element von [2]7. Dann muss gelten [2]7 ◦ [c]7 = [1]7

⇒ [2 + c+ 6]7 = [1]7

⇒ c = 0⇒ [c]7 = [0]7 (Inverses von [2]7)

Für [5]7 ergibt sich [5]7 ◦ [c]7 = [1]7

⇒ [5 + c+ 6]7 = [1]7

⇒ c = 4⇒ [c]7 = [4]7 (Inverses von [5]7)

iii) [x]7 ◦ [5]7 = [2]7 | ◦ [4]7

[x]7 ◦ [1]7 = [2 + 4 + 6]7 = [5]7

⇒ [x]7 = [5]7
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4. Geben sei das folgende Gleichungssystems über C:

ix1 − x2 − ix3 = 1
2x1 + i x2 + x3 = i
−ix1 + x2 + α ix3 = β

Bestimmen Sie α, β ∈ C so, dass das Gleichungssystem

i) keine Lösung hat,

ii) genau eine Lösung hat,

iii) unendlich viele Lösungen hat.

[Lösung]  i −1 −i 1
2 i 1 i
−i 1 αi β

→
 i −1 −i 1

0 −i 3 3i
0 0 (α− 1)i β + 1


i) Keine Lösung, wenn α−1 = 0 und β+1 6= 0, d. h. α = 1 und β 6= −1.

ii) Genau eine Lösung, wenn α 6= 1 und β beliebig.

iii) Unendlich viele Lösungen, wenn α = 1 und β = −1.

5. Gegeben sei eine lineare Abbildung f : R4 → R3 mit f(x) = Ax und

A =

 1 −1 2 1
0 1 −1 1
2 3 5 1

 .

i) Bestimmen Sie Kern(f) und dim Kern(f).

ii) Untersuchen Sie, ob der Vektor (1, 1, 13)ᵀ in Bild(f) liegt.

iii) Bestimmen Sie das Bildf(v) des Vektors v = (1, 0, 1, 0)ᵀ.

[Lösung]

i)  1 −1 2 1 0 | 1
0 1 −1 1 0 | 1
2 3 5 1 0 | 13

→
 1 −1 2 1 0 | 1

0 1 −1 1 0 | 1
0 5 1 −1 0 | 11



→

 1 −1 2 1 0 | 1
0 1 −1 1 0 | 1
0 0 6 −6 0 | 6


Kern(f) = {x ∈ R4 : λ (−3, 0, 1, 1)ᵀ, λ ∈ R} und so dim Kern(f) = 1
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ii) (1, 1, 13)ᵀ liegt in Bild, da Ax = (1, 1, 13)ᵀ die Lösungen
x = (1, 2, 1, 0)ᵀ + λ (−3, 0, 1, 1)ᵀ, λ ∈ R hat.

iii) f(1, 0, 1, 0)ᵀ = A(1, 0, 1, 0)ᵀ = (3,−1, 7)ᵀ.

6.

i) Sei v1 = 1
2
(1, 1, 1, 1)ᵀ, v2 = 1

2
(−1,−1, 1, 1)ᵀ, und sei W ⊂ R4 der

Unterraum

W = {x ∈ R4 : 〈v1,x〉 = 0 ∧ 〈v2,x〉 = 0}.

a) Man bestimme eine Basis und die Dimension von W .

b) Man bestimme eine Orthonormalbasis von W .

ii) Sei U ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix, und sei ‖ · ‖ die Standardnorm
auf dem Rn, d.h. für x ∈ Rn ist ‖x‖ =

√
〈x,x〉 =

√
xᵀx.

Man beweise: Für alle v ∈ Rn gilt

‖U v‖ = ‖v‖.

[Lösung] zu i) a): Es ist

W =

{
x ∈ R4 :

(
1 1 1 1
−1 −1 1 1

)
x =

(
0

0

)}
,

und ein Schritt im Gaussalgorithmus liefert das System (als erweiterte Ma-
trix) (

1 1 1 1 0
0 0 2 2 0

)
.

Somit ist (z.B.)

W =

λ2


1
−1
0
0

+ λ4


0
0
1
−1

 : λ2, λ4 ∈ R

 .

Die Vektoren w1 = (1,−1, 0, 0)ᵀ, w2 = (0, 0, 1,−1)ᵀ bilden eine Basis von
W und die Dimension von W ist daher 2 (siehe Def 5.23).

zu i) b): Seien w1, w2 die Vektoren aus a). Es ist 〈w1,w2〉 = 0 und wegen
‖w1‖ = ‖w2‖ =

√
2, bilden 1√

2
w1,

1√
2
w2 eine Orthonormalbasis von W

(siehe Def. 7.12).

zu ii) Für eine orthonormale Matrix gilt UᵀU = In (siehe Def 7.15). Damit
ist

‖U v‖2 = (U v)ᵀ(U v) = vᵀUᵀU v = vᵀInv = vᵀv = ‖v‖2.
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