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1. Man untersuche die Folgen (a,,)nen auf Konvergenz/(bestimmte)Divergenz,
und berechne gegebenenfalls den Grenzwert:

(n+2)% — (n—3)? (n)nt

i) a, = or ) anzm, i) a, =vVn?2+1—n.
zui) a, =
(n—|—2)2—(n—3)2:n2+4n+4—(n2—6n+9):10n—5:5_§1

2n 2n 2n 2n’
und somit (siehe 9.15)

Jim = Jim (55 0) = fim 5l <5
zu ii) a, =
n—1
(nh)n1 _(n(n—l)!)"*lz n"' fnen-ooon -

(n—1Hr  ((n—1)NH" (n—1)! 1-2-3-...-n—1"
Somit ist a,, nicht beschrankt und daher divergent (siche 9.12).
zu iii) a, =
[0n2 1 2 1 — 2
\/n2+1—n:<\/n2+1—n>- A e S s el

Vi2+1l+4n Ve2+1+n
1 1/n

V2140 i+l +1

und somit

1 lim, ... 1
lim a, = lim /n s /n g =

n—o0 n—oo T+ 1/n2+1 limp_oo(y/IT+1/n2+1)

i) Man bestimme den Grenzwert der folgenden Reihe:

o)

3k: o 2k
Z qk

ii) Man zeige, dass die Reihe

S
;k+1xk

fir |z| < 1 absolut konvergent ist, und fiir |x| > 1 divergent ist.
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zu i) Mittel des Grenzwertes fiir geometrische Reihen (siehe 9.24) folgt:

<3k X3\ 1
Z47:2:( ) S1oga b
k=0 k=0 /
I;Zk z;() 1—1/2

Somit ist (siehe 9.25)
3k 2k /3 2k =3k N2k
ZT:Z<47—47>: o p=i2=2
k=0 k=0 k=0

zu ii) Geméf 12.20 bestimmen wir zunédchst den Konvergenzradius dieser
Potenzreihe; dazu sei ay = k/(k + 1). Wegen

k 1
1i = lim —— = i =1 1
P e AT R el I ) 2 (1)
ist i )
lim % _ Mool - _ 1

k—oo Qi1 limp oo apyr 1 ’

und somit ist der Konvergenzradius p = 1. Nach 12.19 ist die Reihe daher
absolut konvergent fiir |x| < 1 und divergent fiir |x| > 1. Es bleibt zu
untersuchen: |z| = 1. Um zu zeigen, dass die Reihe auch fir z € {—1,1}
divergent ist, benutzen wir 9.23. Fiir |z| = 1 ist (siehe (1))

lim |az 2| = lim |a| = 1,
k—oo k—oo

und daher ist a;, 2% keine Nullfolge.

i) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen die folgende Funktion f: R — R

stetig ist:
—z+1, r < —1,
fle)=<a?+62+7 —-1<z2<0,
x4+ 6, x > 0.

i) Zeigen Sie, dass die folgende Funktion f : R — R im Punkt 0 nicht
stetig ist:
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zu i) Nach Beispiel 10.31 sind alle Polynome stetig. Also ist jede der Funk-
tionen fi(z) = —z + 1, fo(z) = 2 + 62 + 7 und f3(z) = x + 6 in jedem
Punkt x € R stetig, und es bleibt zu iiberpriifen, ob f an den Schnittstellen
—1 und 0 stetig ist.

Da f; und f, stetig in —1 gilt (siehe 10.21, 10.26)

lim f(zx)= lim fi(z)= lim (—z+1) =2,

r——1— rz——1— z——1
. o . . . 2 -
xl}r_rhf(x) = xl}r_rh fa(z) = xli)n_ll(x +6x+7)=2.

Also ist f stetig in -1. Fiir die Stelle 0 ergibt sich
lim f(x) = lim fax) = lirr(l](azz2 +6x+7) =7,

2 S = g, Jslo) = fngle +6) =6

Also ist f nicht stetig in 0, und somit ist f stetig in R\ {0}.

zu ii) Vergleiche Losung der Aufgabe 5 des Tests vom 08.06.2007: Betrach-
te die Folge (xy,)nen, mit x, = m Dann ist lim,,_.. z, = 0 aber
limy, o0 f () = limy, oo cos((2n + 3)7m) = lim, 0o 0 = 0 # f(0) = 1; siche
Definition 10.26

i) Bestimmen Sie den Grenzwert lim, ., x (e!/* — 1).

ii) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3.ten Grades der Funktion f :
(—00,1] — R mit f(x) =+/4 — 2z an der Stelle z* = 0.

iii) Zeigen Sie mithilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung;:
|sinz — siny| < |z — y| fur alle x,y € R.

zu i) Es ist (siehe auch Beispiel 11.13)

1/z _ 1
. 1/ . €
Jim @ ("~ 1) = Jim =,
und somit kénnen wir 11.12 anwenden. Mit (e'/*)" = —e'/* /2% und (1/2)" =
—1/2? folgt:
1/$ . 1 _el/=
lim ¢ = lim fj = lim el/z:lir%e“”:eozl.
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Hierbei hat man (eigentlich) im letzten Schritt noch die Stetigkeit von e®
ausgenutzt (siehe 10.29).



zu ii) Es sind also zunéchst zu berechnen f™(0), n = 0,1,2, 3.

flz)=(4-22)" = f(0) =2,

fl@)=—=(@A—=22)7"2 = f(0) = —1/2,

f(” () = —(4—22)732 = f"(0) = —1/8,
®)(x) = ’

r)=—-3(4—22)"? = fB0) = -3/32.

Somit ergibt sich gemé&fl 12.1:
1 1 1
r— —a?— —
2 16 64
zu iii) Ist x = y, dann ist die Aussage sicherlich richtig. Sei also z < .

Wegen (sinz)" = cosz folgt aus dem Mittelwertsatz 11.28, dass es ein z* €

[z, y] gibt, so dass
N sinx —siny
cos(z*) = ——=,
r—Yy

und daher

|sinz —siny| = |cos(z") (z —y)| = | cos(z")[ |z —y| < & —y.

. Sei f:]0,00) = R mit f(z) =ze 2"

i) Man bestimme die Extrema der Funktion f.
ii) Man bestimme die Wendepunkte der Funktion f.

iii) Man skizziere den Graphen der Funktion.

zui) Esist f/(z) =e 2"+ 2 (e2%(=2)) = (1 —2x)e 2% und da e 2% > 0
fiir alle z € R folgt

f/(x):O<:>(1—2$)6_2x=0<:>(1—2x):0<:>x:%
Weiterhin ist
f”(l’) _ _26—235 + (1 . 2%)(6_236 (_2)> _ (41: . 4) e—Qm‘ (2)

Somit ist f”(1/2) < 0, und damit hat f an der Stelle 1/2 ein Maximum
(sieche 11.18 ii)). Gemé&$ 11.18 i) muf nur noch der Randpunkt 0 untersucht
werden. Wegen f(z) > 0 fiir alle z € [0, 00) mit f(x) = 0 genau dann, wenn
x = 0 ist, hat f in 0 ein globales Minimum.

zu ii) Aus (2) folgt
@) =0 4z —-4)e? =0 4z —-4)=0z=1
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Weiterhin ist
f”/(SC) — 46—2:1: o (8$ o 8) 6—213’

und (1) = 4e72 # 0. Also ist nach 11.21 der Punkt 1 der einzige Wen-
depunkt.

zu iii)

i) Berechnen Sie (etwa mit partieller Integration)

/1 } hz/(;) dz.

ii) Bestimmen Sie mittels der Substitution ¢ = ¢** eine Stammfunktion
der Funktion f: R — R mit

e4x

:e‘m—i—l'

/()

zu i) Mit v(x) = In(x) und u'(z) = 1/y/x = 2742 ist v/(r) = 1/r und
u(z) = 222, Mittels partieller Integration (13.29) erhalten wir

2 2

| 2= [ wwi@an = o ute)

2

e2 e
—/ 122 %d g
1

= In(z) 222
1

2

:4e—/ 20 V2 Ay = 4e — 422
1

=de — (de —4) = 4.

e2

1

zu i) Mit ¢ = '® ist

dt 4 x\/ 4 1
e (™) e t, bzw. dx 4tdt



Damit folgt (siehe auch 13.24)

e4$
/e4x+1d t+14t / = ln(““')

1
(et 1) = (et 4 1),

was auch aus (13.27) ersichtlich ist.



