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1. Sei an = 3n
4n2−1 , n ∈ N, eine Folge.

i) Untersuchen Sie an auf Monotonie und Konvergenz.

ii) Zeigen Sie, dass die Reihe
∞∑
n=1

(−1)n 3n
4n2−1 konvergiert.

iii) Konvergiert diese Reihe auch absolut? (mit Begründung)

[Lösung]

i) Nullfolge: Satz 11.16, da Nennergrad > Zählergrad bzw.∣∣∣∣ 3n

4n2 − 1
− 0

∣∣∣∣ =
3n

4n2 − 1
<

3n+ 3
2

4n2 − 1
=

3

4n− 2
< ε

⇔ 3

4ε
+

1

2
< n

Monotonie:

an monoton fallend

⇔ an > an+1

⇔ 3n

4n2 − 1
>

3n+ 3

4n2 + 8n+ 3

⇔ 3n(4n2 + 8n+ 3) > (3n+ 3)(4n2 − 1)

⇔ 12n3 + 24n2 + 9n > 12n3 + 12n2 − 3n− 3

⇔ 12n2 + 12n+ 3 > 0

ii) Da an eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert die Reihe nach
dem Leibniz-Kriterium (Satz 11.30).

iii) Die Reihe ist nicht absolut konvergent nach dem Minorantenkriterium
(Satz 11.32).

∞∑
n=1

3n

4n2 − 1
>
∞∑
n=1

3n

4n2
=
∞∑
n=1

3

4n
=

3

4

∞∑
n=1

1

n
=∞

2.

i) Bilden Sie die 1. Ableitungen folgender Funktionen:

f1 : R+ := {x ∈ R : x > 0} → R, f1(x) = ex
2

sin(
√
x),

f2 : R→ R, f2(x) = ln
(

1+cos2(x)
x2+1

)
.
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ii) Gegeben sei die Funktion g : R→ R mit

g(x) =
x

1 + x2
.

Bestimmen Sie die Nullstellen von g(x), das Verhalten von g(x) für
x→ ±∞ und alle lokalen Minima und Maxima von g(x).

[Lösung]

zu i)

f ′1(x) =

(
2xex

2

sin(
√
x) + ex

2

cos(
√
x)

1

2
√
x

)
= ex

2

(
2x sin(

√
x) +

cos(
√
x)

2
√
x

)
,

(Produktregel, Kettenregel)

f ′2(x) =
(x2 + 1)

(1 + cos2(x))
· (−2 cos(x) sin(x)(x2 + 1)− 2x(1 + cos2(x)))

(x2 + 1)2

= −2 cos(x) sin(x)(x2 + 1) + 2x(1 + cos2(x))

(1 + cos2(x))(x2 + 1)
.

(Kettenregel,Quotientenregel)

zu ii)

Nullstellen: x = 0.
Verhalten im Unendlichen: limx→±∞

x
1+x2

= limx→±∞
1
2x

= 0 (l’Hopital, Satz 11.12,

oder mit 1/x2 erweitern).

Extremwerte: g′(x) = 1−x2
(1+x2)2

, g′′(x) = −2x(1+x2)−4x(1−x2)
(1+x2)3

.

g′(x) = 0⇔ x = ±1. g′′(−1) > 0→ lok. Minimum, g′′(1) < 0→ lok. Maximum.

3. i) Berechnen Sie mithilfe der partiellen Integration das bestimmte Inte-
gral

1∫
0

x · e−xdx.

ii) Berechnen Sie mithilfe der Substitution t = 1 + x2 das uneigentliche
Integral

∞∫
0

x

(1 + x2)2
dx.

[Lösung]
zu i):
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1∫
0

x · e−xdx = [−x · e−x]10 +
1∫
0

e−xdx = −e−1 + 0 + [−e−x]10
= −e−1 − e−1 + 1 = 1− 2e−1 = 1− 2

e

zu ii):
∞∫
0

x
(1+x2)2

dx = lim
b→∞

b∫
0

x
(1+x2)2

dx

Mit der Substitution t = 1+x2 folgt dt = 2x dx. Also
∫

x
(1+x2)2

dx = 1
2

∫
dt
t2

=

−1
2
t−1+c = −1

2
(1+x2)−1+c. Somit lim

b→∞

b∫
0

x
(1+x2)2

dx = lim
b→∞

[−1
2
(1+x2)−1]b0 =

lim
b→∞
−1

2
(1 + b2)−1 + 1

2
· 1 = 0 + 1

2
= 1

2
.

4. Gegeben sei die Funktion f : D → R mit f(x) = ln 1
1−x .

i) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle x∗ = 0.

ii) Beweisen Sie, dass die Potenzreihe T∞(x) =
∞∑
k=1

xk

k
die Taylorreihe der

Funktion f an der Stelle x∗ = 0 ist.

iii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe
∞∑
k=1

xk

k
für alle x ∈ R mit |x| < 1

konvergiert.

[Lösung]
zu i):
f(x) = ln 1

1−x = ln(1− x)−1 = − ln(1− x), f(0) = 0

f ′(x) = − (−1)
1−x = 1

1−x , f
′(0) = 1

f ′′(x) = 1
(1−x)2 , f

′′(0) = 1

T2(x) = 0 + 1 · x+ 1
2
· x2 = x+ x2

2

zu ii): k-te Ableitung von f : f (k)(x) = (k−1)!
(1−x)k

Induktionsanfang (k = 1): f ′(x) = 0!
1−x = 1

1−x (w. A.)

Induktionsschluss: (f (k)(x))′ = k(k−1)!
(1−x)k+1 = k!

(1−x)k+1 = f (k+1)(x)

Einsetzen in Taylorformel: T∞(x) =
∞∑
k=1

(k−1)!
k!(1−0)k+1x

k =
∞∑
k=1

1
k
xk

zu iii): ρ = lim
k→∞

∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣ 1
k
1

k+1

∣∣∣ = lim
k→∞

k+1
k

= 1

5. Gegeben sei die Funktion f : R2 → R mit f(x, y) = 4x2 + 2y2 − 4x + 4xy.
Bestimmen Sie

i) den Gradienten von f im Punkt (1, 1),
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ii) die Punkte (x, y) ∈ R2, in denen der Gradient der Nullvektor wird,

iii) die lokalen Extremwerte von f und charakterisieren Sie deren Art.

[Lösung]
zu i):
fx = 8x− 4 + 4y, fx(1, 1) = 8
fy = 4y + 4x, fy(1, 1) = 8

also gradf(1, 1) =

(
8
8

)
zu ii):

8x− 4 + 4y = 0 | ·(−1)
4x + 4y = 0 ←↩+

−4x+ 4 = 0⇒ x = 1
y = −1

zu iii): fxx = 8, fyy = 4, fxy = fyx = 4

Hessematrix Hf (x, y) =

[
8 4
4 4

]
det(Hf − λE) = (8− λ)(4− λ)− 16 = λ2 − 12λ+ 16 = 0
⇒ beide Eigenwerte λ1,2 = 6±

√
20 sind größer Null

(oder detH11 = 8 > 0 und detH22 = det

[
8 4
4 4

]
= 16 > 0) ⇒ positiv

definit ⇒ in P (1,−1) hat f lokales Minimum.

6. Für α ∈ R, α > 0, sei

Tα = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ α−1, 0 ≤ x2 ≤ α− α2 x1}.

i) Skizzieren Sie Tα.

ii) Berechnen Sie den Flächeninhalt vol(Tα).

iii) Sei f : R2 → R mit f(x) = 2x1 x2. Berechnen Sie für α = 1 das
Integral

∫
T1
f(x)dx.

[Lösung]

zu ii) vol(Tα) = 1
2
, denn

Elementare Geometrie: Tα ist ein Dreieck mit den Ecken (0, 0)ᵀ, (α−1, 0)ᵀ, (0, α)ᵀ.
Somit ist

vol(Tα) =
1

2
α−1 α =

1

2
.

Oder integrieren: Gemäß Definition 18.8 und Satz 18.13 lässt sich das

5



Volumen berechnen als

volTα =

∫ α−1

0

(∫ α−α2 x1

0

1 dx2

)
dx1

=

∫ α−1

0

(
α− α2 x1

)
dx1 = α

∫ α−1

0

(1− αx1) dx1

= α

(
x1 −

1

2
αx21

) ∣∣∣α−1

0
= α

1

2
α−1 =

1

2
.

zu iii) Gemäß Satz 18.13 ist∫
T1

f(x)dx =

∫ 1

0

(∫ 1−x1

0

2x1 x2 dx2

)
dx1

=

∫ 1

0

(
x1 x

2
2

∣∣∣1−x1
0

)
dx1 =

∫ 1

0

(
x1 (1− x1)2

)
dx1

=

∫ 1

0

(
x1 − 2x21 + x31

)
dx1 =

(
1

2
x21 −

2

3
x31 +

1

4
x41

) ∣∣∣1
0

=
1

12
.
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