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1. Die Menge G der invertierbaren (2 × 2)-Matrizen über dem Körper Z3 ist
eine Gruppe bzgl. der Matrizenmultiplikation.

i) Bestimmen Sie die Ordnung der Matrix

(
[0]3 [1]3
[2]3 [2]3

)
.

ii) Beweisen Sie, dass die Menge

U = {A ∈ G : det(A) = [1]3}

eine Untergruppe von G ist.

iii) Untersuchen Sie, ob die Matrizen

A =

(
[1]3 [2]3
[1]3 [1]3

)
und B =

(
[0]3 [2]3
[2]3 [0]3

)
in der gleichen Nebenklasse bzgl. U liegen.

[Lösung]

i)

(
[0]3 [1]3
[2]3 [2]3

)3

=

(
[1]3 [0]3
[0]3 [1]3

)
, also ist die Ordnung 3.

ii) Offensichtlich ist U nicht leer. G besteht aus Matrizen mit Determinante
ungleich [0]3, also ist U eine Teilmenge von G. Seien A,B ∈ U . Dann gilt

det(A ·B) = det(A) · det(B) = [1]3 · [1]3 = [1]3,

det(A−1) = det(A)−1 = ([1]3)
−1 = [1]3.

Daher liegen A·B sowie A−1 wieder in U . Nach dem Untergruppenkriterium
ist U eine Untergruppe von G.

iii) A und B liegen in derselben Nebenklasse bzgl. U , wenn B−1 · A ∈ U bzw.
det(B−1 ·A) = [1]3. A und B müssen also dieselbe Determinante haben. Da
det(A) = [2]3 = det(B) liegen A und B in der gleichen Nebenklasse.

2. Gegeben sei die Funktion f : R>0 \ {1} → R mit f(x) = x2−x
lnx

.

i) Ermitteln Sie den Grenzwert lim
x→1

f(x).

ii) Bilden Sie die 1. Ableitung von f an der Stelle x∗ = e.

iii) Zeigen Sie f ′ + ( 1
f
)′ · f 2 = 0.
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[Lösung]

zu i) lim
x→1

x2−x
lnx

ist ein unbestimmter Ausdruck der Form
”
0
0
“. Nach l’Hospital gilt:

lim
x→1

x2−x
lnx

= lim
x→1

2x−1
1
x

= 2−1
1

= 1.

zu ii) Nach Quotientenregel gilt: f ′(x) =
(2x−1) lnx−(x2−x)· 1

x

ln2 x
= (2x−1) lnx−(x−1)

ln2 x

⇒ f ′(e) = (2e−1)·1−(e−1)
12

= e.

zu iii) f ′ + ( 1
f
)′ · f 2 = f ′ + (− 1

f2
) · f ′ · f 2 = f ′ − f ′ = 0 oder Berechnung von

( 1
f
)′ =

1
x
·(x2−x)−(2x−1) lnx

(x2−x)2 und Einsetzen in die Gleichung.

3.

i) Berechnen Sie das bestimmte Integral

1∫
0

2x3√
x4 + 3

dx.

ii) Berechnen Sie, z.B. mithilfe der partiellen Integration, das uneigentli-
che Integral

∞∫
0

(x+ 1)e−x dx.

[Lösung]

zu i) Gemäß der Substitutionsregel 15.21 mit f(t) =
√
t, g(x) = x4 + 3, g′(x) =

4x3 ist
∫

2x3√
x4+3

dx =
∫

1
2
√
t
dt =

√
t+ c =

√
x4 + 3 + c. Somit

1∫
0

2x3√
x4+3

dx =[ √
x4 + 3

]1
0

=
√

1 + 3−
√

0 + 3 = 2−
√

3.

zu ii)
∞∫
0

(x+ 1)e−x dx = lim
b→∞

b∫
0

(x+ 1)e−x dx

Mithilfe der partiellen Integration
∫
u′v dx = uv −

∫
uv′ dx wobei u′ = e−x

mit u = −e−x und v = (x+ 1) mit v′ = 1 folgt:∫
(x+ 1)e−x dx = −e−x · (x+ 1)−

∫
(−e−x) dx = −(x+ 1)e−x − e−x + c

Also gilt:
∞∫
0

(x+1)e−x dx = lim
b→∞

b∫
0

(x+1)e−x dx = lim
b→∞

[
−(x+ 1)e−x − e−x

]b
0

= lim
b→∞
−(b+1)e−b−e−b−(−e0−e0) = lim

b→∞
− b+1

eb
− 1

eb
+2 = lim

b→∞
− 1

eb
(l’Hospital) −

0 + 2 = −0− 0 + 2 = 2
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4. Gegeben sei die Funktion f : R→ R mit f(x) = e
1+x
3 .

i) Ermitteln Sie eine Näherung für f(0) = 3
√

e mithilfe des Taylorpoly-
noms T2(0) an der Stelle x∗ = −1.

ii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe T∞(x) =
∞∑
k=0

1
3k k!

(x + 1)k die Taylor-

reihe der Funktion f an der Stelle x∗ = −1 ist.

iii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe
∞∑
k=0

1
3k k!

(x+ 1)k für alle x ∈ R

konvergiert.

[Lösung]

zu i) Zuerst bestimmen wir das Taylorpolynom T2(x).

f(x) = e
1+x
3 , f(−1) = 1

f ′(x) = 1
3
e

1+x
3 , f ′(−1) = 1

3

f ′′(x) = 1
9
e

1+x
3 , f ′′(−1) = 1

9

T2(x) = 1 + 1
3
(x+ 1) + 1

9·2(x+ 1)2 = 1 + 1
3
(x+ 1) + 1

18
(x+ 1)2

Wegen f(0) = 3
√
e ≈ T2(0) gilt, 3

√
e ≈ T2(0) = 1 + 1

3
(0 + 1) + 1

18
(0 + 1)2 =

1 + 1
3

+ 1
18

= 25
18
.

zu ii) k-te Ableitung von f : f (k)(x) = 1
3k

e
1+x
3

Induktionsanfang (k = 0): f(x) = e
1+x
3 = 1

30
e

1+x
3 (w. A.)

Induktionsschluss: (f (k)(x))′ = 1
3k
· 1
3
e

1+x
3 = 1

3k+1 e
1+x
3 = f (k+1)(x)

Einsetzen in Taylorformel: T∞(x) =
∞∑
k=0

1
3k·k!(x+ 1)k

zu iii) ρ = lim
k→∞

∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ 1

3k·k!
1

3k+1·(k+1)!

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣3k+1·(k+1)!
3k·k!

∣∣∣
= lim

k→∞
3 · (k + 1) =∞

5. Die Funktion f : R2 → R mit f(x1, x2) = x21 − x1x2 + 1
12
x32.

i) Berechnen Sie den Gradienten von f .

ii) Zeigen Sie, dass grad f(x) = 0 nur an den Stellen (0, 0) und (1, 2).

iii) Bestimmen Sie die Art des lokalen Extremwertes x∗ = (1, 2) von f .
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[Lösung]

zu i)
fx1(x1, x2) = 2x1 − x2,
fx2(x1, x2) = 1

4
x22 − x1,

also gradf(x1, x2) =

(
2x1 − x2
1
4
x22 − x1

)
.

zu ii)
2x1 − x2 = 0
1
4
x22 − x1 = 0

⇒ x2 = 2x1
}
⇒ x21 − x1 = 0⇒

{
x1 = 0 oder x1 = 1
x2 = 0 oder x2 = 2

zu ii) fx1x2(x1, x2) = 2, fx2x2(x1, x2) = 1
2
x2, fx1x2(x1, x2) = fx2x1(x1, x2) = −1.

Hessematrix Hf (1, 2) =

[
2 −1
−1 1

]
det(Hf − λE) = (2− λ)(1− λ)− 1 = λ2 − 3λ+ 1 = 0

⇒ beide Eigenwerte λ1,2 = 3
2
±
√

9−4
4

sind größer Null

(oder detH11 = 2 > 0 und detH22 = det

[
2 −1
−1 1

]
= 1 > 0) ⇒ positiv

definit ⇒ in P (1,−1) hat f lokales Minimum.

6. Für α ≥ 0 sei

Pα = {(x1, x2)ᵀ ∈ R2 : −1 ≤ x1 ≤ 1, −α ≤ x2 ≤ 1− x21}.

i) Skizzieren Sie den Bereich Pα.

ii) Berechnen Sie den Flächeninhalt vol(Pα).

iii) Sei f : R2 → R mit f(x) = x1 x2. Berechnen Sie für α = 0∫
Pα

f(x) dx.

[Lösung] zu ii) Gemäß Def. 18.8 und Satz 18.13 ist

vol(Pα) =

∫
Pα

1 dx =

∫ 1

−1

(∫ 1−x21

−α
1 dx2

)
dx1

=

∫ 1

−1

(
x2

∣∣∣1−x21
−α

)
dx1 =

∫ 1

−1
(α + 1− x21) dx1

=

(
(α + 1)x1 −

1

3
x31

) ∣∣∣1
−1

= 2(α + 1)− 2

3
= 2α +

4

3
.
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zu iii) Der Bereich Pα ist symmetrisch zur x2-Achse und die Funktion f ist un-
gerade in x2. Folglich ist

∫
Pα
f(x)dx = 0. Bzw. für α = 0.

∫
Pα

f(x) dx =

∫ 1

−1

(∫ 1−x21

0

x1 x2 dx2

)
dx1

=

∫ 1

−1

(
x1
x22
2

∣∣∣1−x21
0

)
dx1 =

∫ 1

−1

(
x1

(1− x21)2

2

)
dx1

=
1

2

∫ 1

−1

(
x1 − 2x31 + x51

)
dx1 =

1

2

(
x21
2
− 1

2
x41 +

1

6
x61

) ∣∣∣1
−1

= 0.
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