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1. Die Menge G der invertierbaren (2 x 2)-Matrizen tiber dem Korper Zj ist
eine Gruppe bzgl. der Matrizenmultiplikation.

i) Bestimmen Sie die Ordnung der Matrix ([0]3 F]?’)
ii) Beweisen Sie, dass die Menge
U={AecG:det(A) =[1]5}

eine Untergruppe von G ist.

iii) Untersuchen Sie, ob die Matrizen

i) ([0]3 [1]3)3 — (Hz Fﬂz) also ist die Ordnung 3.

ii) Offensichtlich ist U nicht leer. G besteht aus Matrizen mit Determinante
ungleich [0]3, also ist U eine Teilmenge von G. Seien A, B € U. Dann gilt

det(A™Y) = det(A)™" = ([1]5)~" = [1].

Dabher liegen A- B sowie A~! wieder in U. Nach dem Untergruppenkriterium
ist U eine Untergruppe von G.

iii) A und B liegen in derselben Nebenklasse bzgl. U, wenn B™' - A € U bzw.
det(B7t- A) = [1]3. A und B miissen also dieselbe Determinante haben. Da
det(A) = [2]3 = det(B) liegen A und B in der gleichen Nebenklasse.

2. Gegeben sei die Funktion f: Rog\ {1} — R mit f(z) = £=2,

Inx

i) Ermitteln Sie den Grenzwert lim f(x).
z—1

ii) Bilden Sie die 1. Ableitung von f an der Stelle z* = e.
iii) Zeigen Sie [’ + (%)’ - f2=0.



[Losung]

. z2—x - . . 0« I : L PN
zu i) lim 52 »o - Nach 'Hospital gilt:
2
hm Ttz __ hrn 23:;1 _ 2—1 =1
i1 Inz z—1 7 1

(2z—1)1In xf(fox)-% _ (2z—1)lnz—(z—1)
In?x o In?z

zu ii) Nach Quotientenregel gilt: f'(x) =

:>f/(): 261 (e 1) — .
(

zu iii) f + %)’ f? = f’ + (=7 =) f' - f2 = f — f = 0 oder Berechnung von
1
(%)' == (xL(Ix)Q_(i)xQ Dinz und Einsetzen in die Gleichung.
3.

i) Berechnen Sie das bestimmte Integral

/ 2z d

——dx

)V rt 43

ii) Berechnen Sie, z.B. mithilfe der partiellen Integration, das uneigentli-
che Integral

o0

/(93 + 1)e " duz.

0

[Losung]

zu i) GemiB der Substitutionsregel 15.21 mit f(t) = v/, g(x) = 2* + 3, ¢'(z) =
1
. 23
423 ist fW xzfﬁdt: Vite=Vrt+3+e. Somltg"\/;ﬁdx:
(VT3] =vI+3-v0+3=2-3.

00 b
zuil) [(z+41)e*dx = lim (x4 1)e " dx
0 00
Mithilfe der partiellen Integration [w'vdx =uv — [wuv'dz wobei v/ = e~
mit v = —e™® und v = (z + 1) mit v" = 1 folgt:
[(x+1)e"de = —e" (:L’—l—l) [(—e™)de=—(z+1)e* —e"+c

Also gilt: f (x+1)e *dx = hm f (x+1)e *dx = hm [ —(z+ 1)6_9” —e™® |

xT

b
0

= lim —(b—l—l) e b—(— eo—eo) = lim —b+—1———|—2 = hm L (PHospital) —
b—ro0 b—o0
0+2=-0-0+2=2



4. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) =e™3 .

i) Ermitteln Sie eine Naherung fiir f(0) = /e mithilfe des Taylorpoly-
noms 75(0) an der Stelle z* = —1.

o0

ii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe T(2) = > 55 (¢ + 1)* die Taylor-
k=0
reihe der Funktion f an der Stelle z* = —1 ist.
iii) Zeigen Sie, dass die Potenzreihe Y iz (2 4 1) fiir alle z € R
k=0

konvergiert.

[Losung]

zu i) Zuerst bestimmen wir das Taylorpolynom T5(x).
1+x

fllw) = 1%, f(-1) = 1
KO N (CIES

Ty(z) = 1+§(x+1)+9+2(
)

Wegen f( = —|—1)+%(0—|—1) =
I+3+5=5

zu i) k-te Ableitung von f: f®)(z) = de'5"
Induktionsanfang (k = 0): f(z) =e 5 = %elgz (w. A.)
Induktionsschluss: (f*)(z)) = 55 - %e% = et = flHD(g)
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Einsetzen in Taylorformel: T, (z

k=0
. ﬁ . 3k+1.(k+1)[
zu iii) p = lim = lim .1 = lim |~
k—o0 “kH k—00 | 3EF L. (g1t k—o00 :

=lim3-(k+1) =00
k—o0

5. Die Funktion f:R? — R mit f(z1,22) = 2} — 2129 + %x%

i) Berechnen Sie den Gradienten von f.
i) Zeigen Sie, dass grad f(x) = 0 nur an den Stellen (0,0) und (1, 2).

iii) Bestimmen Sie die Art des lokalen Extremwertes x* = (1,2) von f.



[Losung]

. fx1(51717 5152) = 2x] — X9 2r1 — X
zu i ’ also grad f(z1,x0) = :
) Fon(@1,12) = %1563—1’1, grad f (w1, 72) %1335—551
o 201 —29=0 = x9=21 9 _ z1=0o0der z; =1
zu i) 1r3—11 =0 — i —n=0= x9 = 0 oder zy = 2

zu ii) f:cwz(xlvx?) = 2>f:c2:c2<xlax2) = %:E?’ fmxz(mlvz?) = fmm(xbm?) =—L
Hessematrix H(1,2) = { _21 —11 }
det(H; —AE) = (2= A\)(1=A) =1 = X2 =30 +1=0

= beide Eigenwerte A\ o = % + 4/ % sind grofler Null

(oder det Hy; = 2 > 0 und det Hyy = det [ _21 _11 ] =1> 0) = positiv

definit = in P(1,—1) hat f lokales Minimum.

6. Fir o > 0 sei
Py={(z1,2)TeR’: =1 <21 <1, —a <y < 1—2af}

i) Skizzieren Sie den Bereich P,.
ii) Berechnen Sie den Flécheninhalt vol(P,).

iii) Sei f:R?* — R mit f(x) = z; x9. Berechnen Sie fiir a = 0

/ f9dx

[Losung] zu ii) Gemafl Def. 18.8 und Satz 18.13 ist

2
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zu iii) Der Bereich P, ist symmetrisch zur z-Achse und die Funktion f ist un-
gerade in x,. Folglich ist [, f(x)dx = 0. Bzw. fiir a = 0.

1 1—:(:%
f(X)dX :/ </ 1 T2 d[[’g) d.’L’l
Py -1 0
1 2 1,$% 1 1 — 2\2
:/ (.Tlﬁ‘ )dxl :/ (.Tl—( xl) ) dxl
1 2 1o 1 2

1! s s /a2 1, 1\
_5/; (.1'1—2$1—|—.T1) d$‘1—§(5—§1}1+6$1 ‘71—0.



