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1. Aus statistischen Untersuchungen ist bekannt, dass 5% aller Texte einen
bestimmten Rechtschreibfehler enthalten. Ein Programm zur Uberpriifung
der Rechtschreibung eines Textes, erkennt diesen Rechtschreibfehler mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0, 90. Enthalt ein Text den Rechtschreibfehler
nicht, so erkennt das Programm dennoch den Rechtschreibfehler mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass

i) das Programm bei einem zuféllig tiberpriiften Text diesen Rechtschreib-
fehler erkennt mithilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B) =Y P(B|A) - P(4;), @= U A, BCQ.

ii) der Text diesen Rechtschreibfehler enthélt, falls das Programm den
Rechtschreibfehler erkennt. Runden Sie auf eine Stelle nach dem Kom-
ma.

[Losung]

Sei A das Ereignis, dass der Text den Rechtschreibfehler enthalt; B, dass
das Programm den Rechtschreibfehler erkennt.

P(B|A) = 0,9, P(B|A) =0,2, P(A) =0,05, P(A)=0,95

zu i) Nach dem Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt:

P(B) P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)
0,900,054 0,2-0,95

0,045 + 0,19 = 0,235

. P(ANB
zu ii) P(A|B) :%:%%0,2

mit P(ANB) = P(BN A) = P(B|A) - P(A) =0,9-0,05 = 0,045

2. Sei f: R — [0,1] gegeben mit

0, x <0

x, 0<z<1
F@ =90 122 1<2<2

0, x> 2

gegeben:
i) Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) Dichtefunktion einer Zufallsgréfie
“+o0o
X ist, d.h., zeigen Sie [ f(z)dx =1.

ii) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X).



iii) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X < 1) und P(X > ).

[Losung]

[e.e]

[ flx)dz = flxd:v~|—f2x‘2d9:

zu i) —00 0
= B+ =4+ (-3 - (-0) =1

zu ii)
00 1 2
E(X) = [ af(x)de = [2?de+ [ Ldx
—00 0 1
1
= [%x?’}o + [In |z|]? = % +1n2
Zu i)

3
— 1=y [ = 1- 4 - (4

3. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) = 2* — 3 cos (%x) —2rx+4
auf dem Intervall [—1, 1].

i) Zeigen Sie, dass p(z) = 1 — 22 + 42? das quadratische Interpolations-
polynom von f an den Stiitzstellen x; =i — 1 mit ¢ = 0, 1, 2 ist.

ii) Berechnen Sie f(0,5) ndherungsweise mithilfe des Interpolationspoly-
noms p(zx).

iii) Bestimmen Sie fiinf Stiitzstellen (a;,b;), 0 <i < 4, mit a; € [-1, 1], so
dass p(z) das Interpolationspolynom bzgl. diesen Stellen ist.

[Losung]
zu i)
p(z) = ao+ ax + aa?
i ol112 I i ag — a1 + as
= ao+a+a
f(xl) (RN = Qg = 1,(12:4,(1,1 = -2
p(z) = 1-—2x+ 422

zuii) ¥ =0,5 und f(0,5) ~ p(0,5) = 1—2-0,5+4-0,5% = 1—1+4-0,25 = 1

zu iii) Geméaf Satz 21.1 miissen diese finf Stiitzstellen ,auf dem Polynom
p(z) liegen“, d.h. p(a;) = b;. Fiir (zum Beispiel) a; = —1,-1/2,0,1/2,1
erhdlt man b; = p(a;) = 7,3,1,1, 3.
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4. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
4 —1 6
A—(2 3)undb—(_4).

i) Untersuchen Sie die Matrix A auf Diagonaldominanz.

ii) Berechnen Sie, ausgehend vom Startvektor z(*) = (0, —1)7 zwei Nihe-
rungslosungen () und z® mithilfe des Jacobi-Verfahrens z**1) =
Db — (L+U)-2®).

iii) Zeigen Sie, dass der relative Fehler der Niherungslosung z(?) = ( 7/6 )

—13/6
des Jacobi-Verfahrens im Vergleich zur exakten Losung kleiner als 1/9
ist.
[Losung]

zu i) A ist diagonaldominant, da |4 > | — 1] und [3| > |2|.

zu ii) Jacobi-Verfahren:

o (40 (00 (0 -1\ , [ O
weo=(5)2=(30) 0= (0 )= ()

= (o )IC3)-(2 %) ()]
= () -(o))=( 1) ()=
= ()00 o) ()
- D) -(D)-G )=
zu iii) 2 = é) echte Losung: z* = ( _; ) Somit ist der rela-

tive Fehler:

|z —a*]  v2/6 1 1
||| Vs 3V10 9
da V10 grofler als 3 ist.

5. i) Zeigen Sie, dass y; = sin(2z) und ys = cos(2z) linear unabhéngige
Funktionen sind.

ii) Gegeben sei die Differentialgleichung
y'—y — 2y =sin(2x).
a) Bestimmen Sie eine Losung der Differentialgleichung,.
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b) Bestimmen Sie eine Losung y(z) der Differentialgleichung mit
y(0) = 0.
[Losung]

zu i) Zum Beispiel mit Hilfe der Wronski-Determinante (siehe Def. 22.14
und Satz 22.15). Hier ist

W (z) = det (yl y;) et ( sin(2z)  cos(2x) )

(ARTA 2cos(2x) —2sin(2z)
= —2sin?(27) — 2cos?(2z) = —2 #Z 0.

Also sind y1, yo linear unabhangig.

zu ii) Es handelt sich hierbei um eine lineare inhomogene DG mit konstanten
Koeffizienten. Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen
DG lautet

TA) =M= A=2=A+1)(\—2).

zu ii.a) Hier verwenden wir fiir eine partikuldre Losung y, den Ansatz aus
Satz 22.27 ii) und bzgl. der dortigen Notation haben wir m = 0, 5 = 0 und
v = 2. Wegen 7(vi) = 7(21) # 0 ergibt sich der Ansatz

Yp = bo (11 cos(2x) + po sin(2x)) = py cos(2x) + po sin(2z),
mit p; = by p;. Ableiten ergibt
Yy, = —2p18in(22) + 2py cos(2x), y, = —4p1 cos(2x) — 4py sin(2z).
Einsetzen in die DG fiithrt zu

0=y, —y,— 2y, —sin(2x)
= cos(2x)(—6p1 — 2p2) + sin(2z)(—=6p2 + 2p1 — 1).

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von cos(2z) und sin(2z) (siche Teil
i)) muss gelten —6p; — 2ps = 0 und —6ps + 2p; — 1 = 0 mit der Lisung
p1 = 1/20 und p, = —3/20. Somit ist y, = 55 cos(2z) — & sin(2z) eine

20
partikuldre Losung der DG.

zu ii.b) Das charakteristische Polynom hat die beiden Nullstellen A = —1
und A = 2. Nach Satz 22.26 sind somit e~* und e?? zwei linear unabhingige
Loésungen und nach Satz 22.13/22.16 ist daher die allgemeine Losung der
DG gegeben durch

3
y(x) = % cos(2x) — 20 sin(27) +cie " + cpe?®, ey, € R

Dann ist y(0) = 2%—1—01 +cy. Mit cg = 0und ¢; = —% ist dann y(0) = 0 und
y(z) = 55 cos(2x) — & sin(2z) — 55 ¢ “ ist eine Lésung der DG mit y(0) = 0.



6. Bestimmen Sie alle Funktionen 3 : R — R, die folgendes Problem l6sen:
y' + sin(x)y = sin(z),
mit y(7/2) = 1. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

i) Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

ii) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung.

iii) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der obigen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung und die Losung y des Problems unter der Annahme

y(m/2) = 1

[Losung]

i) Die zugehorige homogene Differentialgleichung ist
y' + sin(z)y = 0.

Die Losung y, davon kann man mittels Separation der Variablen (Satz

22.24) wie folgt finden:
dy / .
— = [ —sin(z)dz.
[ (@

Somit ist In(y,(x)) = cos(x) + ¢ fiir eine Konstante ¢; € R. Dann ist

cos(x)

yn(z) = ce

fir c € R.

ii) Eine partikuldre Losung findet man mit Hilfe der Variation der Kon-
stanten (Bemerkung 22.19 oder durch ”draufschauen”). Diese ist dann der

Form
cos(x)

yp(x) = c(x)e
wobei ¢(z) bestimmt werden soll (oder mit Bemerkung 22.19 direkt berech-
net werden). Die Ableitung von y, ist nun y,(z) = — sin(z)e“@c(x) +
d(z)e®™) Einsetzen in der inhomogenen Differentialgleichung liefert

—sin(x)e*@e(z) + ¢ (2)e® + sin(z)e @ ¢(z) = sin(z).

Also ist ()@ = sin(z). Mittels Integration bzgl.  erhalten wir ¢():
C(:L’) = /Cl(l’)d:l: = /Sjn(x)ecos(iv) — ecos(ac) + ¢,
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mit Co € R.
Somit ist eine partikuire Losung (¢ = 0) y, = e~ s@e=cos@) = 1,

iii) Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung ist ge-
geben durch (Satz 22.16) y = y, + yn. Also ist y = ce®*® + 1, c € R.

Um die Losung des Anfangswertproblems zu finden, setzen wir den Wert in
der inhomogenen Differentialgleichung ein:

y(r/2) = e L1 =c4+1=—1.

Somit ist ¢ = —2, und —2e°°%®) +1 ist die Losung des Anfangswertproblems.



