Fakultat fiir Mathematik

Institut fiir Algebra und Geometrie
Prof. Dr. Martin Henk, Dr. Michael Héding

Modulpriifung Mathematik IV

Fachrichtung: Computer Science in Engineering,

Computervisualistik, Informatik

SS 2008
15.07.2008
Name Vorname Fachrichtg. | Matrikelnr.
Punkte Klausur

Aufgabe 1 2 3 4 5 6
max. Punkte 5 5 5 5 5
Punkte

Punkte Klausur | Bonuspunkte > Note

e Alle Aussagen miissen sorgfiltig begriindet werden.

Bitte beachten!

Beginnen Sie jede Aufgabe mit einem neuen Blatt.

Bearbeitungszeit 120 Minuten.

Viel Erfolg!

Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und Matrikelnummer.




1. Kurven

i) Sei c(t) = (14 cost)($°7), t € [0,27]. Man berechne den Tangential-

vektor in ¢(m) und dies%}leichung der Tangentialgeraden in ¢(7/2).
ii) Fiir die Kurve ¢(t) = (v/2 sint, /2 cost,bt)T, t € [0,27], bestimme
man alle b € R, so dass fiir die Lénge der Kurve gilt: L(c) = 4.

iii) Sei B : [0,1] — R die Bezierkurve bzgl. den Kontrollpunkten

—1 —1 1 1
—1 —1 1 1
Co = -1 , C1 = -1 , Co = 1 , C3 = 1
-1 1 —1 1

Man berechne B(1/2).

zu i): Fiir den Tangentialvektor erhalten wir (siehe 20.4)

(t) = —sint<c98§) +<1+Cost)<—sint)’

sin cost

so dass ¢(m) = (0,0)T und é(7/2) = —(1,1)T. Weiterhin ist ¢(7/2) = (0,1)T,
so dass die Tangentialgerade T in ¢(7/2) gegeben ist durch

T = {c(n/2) + Ae(m/2) : A € R} = {(2) —AG) :)\GR}.

bzw. T = {(z,y)T€R* : z —y = —1}.

zu ii) Siehe Ubungsaufgabe 1.1 ii). Es ist ¢(t) = (v/2 cost, —v/2 sint, b)T
und so

2w 2
Le)= [ V2cos?t+2sint+b2dt= | V2+b02dt=2rv2+ 2
0 0

Somit ist L(c) = 4 genau dann, wenn v/2 + b = 2, d.h. 2 + 0? = 4 bzw.
b=+V2.
zu iii): Es ist (siehe 20.13)

B(t) = (g) (1—1)%co+ G) (1—t)2tc, + (3) (1—t)t?cy + (2) t3cs

=(1-t) co+3(1—t)tcr +3(1—t)t ey + 123

Wegen ¢y = —c3 und ¢; = —c¢y ist daher

1 1 1 1
B(1/2) = gCo + 3§01 + 3502 + §C3 =

o O O O



2. Numerik I

i) Gegeben ist die Funktion f : R>_4, — R mit f(z) = vz +4 an den
Stiitzstellen g = —3, 1 = 0 und x5 = 5. Bestimmen Sie das Interpo-
lationspolynom.

ii) Man bestimme die (Euklidische) Norm der Matrix

A:

w o O

1
0
0

S NN O

5
13

fla) | 1]

Newton-Verfahren: Py(z) = by + by (z — o) + ba(x — x0)(x — 1)

-3 10
112

Zui):

To -3 1|1

rp 02 Pn:%

Ty 513 p21=%p22

o= g2 =)

b1 = % = %
11

P2 = oy = —é

(oder Gleichungssystem )

Py(z) = 1+§(:B—|—3) —%(:)3%—3)93224—%—893—%3:2
zu ii): (vgl. Notation 21.14) Wegen

ATA =

[esReviiNe}
- O O

0
1
0

sind 9,1, 4 die Eigenwerte von AT A, und daher ist ||A|| = 3.

3. Numerik 11

Gegeben seien



i) Bestimmen Sie eine () R-Zerlegung der Matrix A.

ii) Finden Sie die Losung des linearen Ausgleichsproblems

min || Az — bl].
z€R?

zu i):
V2
U = a = 0 y HU1||:2
V2
1 2 0
<u17a2> \/§ \/_
e [ Wl el W Bl U R
1 1 \/§ 0
¥2 0
2
Also ist Q = 0 1 |und R=(ry)= (<““_lj>) _ (2 V2 ,
j I 0 1
¥2 0
2
zu ii): (vgl. Satz 21.22) Fiir die Losung z € R? des Ausgleichsproblems

() () =n= ()
)

Bestimmen Sie eine Funktion y : R.y — R, die folgendes Anfangswertpro-
blem 16st:

H%l
N

folgt o =1 und z; = —*/Ti. Demnach ist x = (

. Differentialgleichungen I

22y +y=2yx und y(1)=0.
Wir 16sen zuerst die zugehorige homogene Differentialgleichung
22y +y =0

mittels Separation der Variablen (vgl. Satz 22.4). Es gilt

1 1 1
/_dy:_/—dg; = In|y|=—=Injz|+cmit c € R.
Y 2z 2

Demnach sind sdmtliche homogenen Losungen gegeben durch

c c
yn(z) = = — mit c € R,

Viel - Ve
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da x > 0. Um eine partikulédre Losung der inhomogenen Ausgangsgleichung
zu finden, verwenden wir das Verfahren der Variation der Konstanten. Nach

Bemerkung 22.19 fihrt der Ansatz y,(z) = c(x)yn(z) = C\(/? Al

Also ist y,(z) = y/x partikuldre Losung und nach Satz 22.16 ist fur jedes
¢ € R die Funktion

y(w) = () + 1plo) = =4V

Losung der gegebenen Gleichung. Einsetzen des Anfangswertes liefert nun
O0=y(l)=c+1 also c=-1,

und damit als Losung des Anfangswertproblems y(z) = /x — \/LE

. Differentialgleichungen II

T

Gegeben seien yy(z) = 1 + €7@ und yp(z) = e 7" Zeigen Sie, dass die
Funktionen y; und y, linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung
y'(z) — y(z) = ey (x) sind.

Um die Losungseigenschaft zu zeigen, berechnen wir zunéchst die ersten
Ableitungen. Es gilt:

—x —x

Yi(z) =—e und y(z) =e

und
yh(z) = (e —1)e ™™ und 9f(x) = (¥ — e + 1)e T,
Einsetzen in die gegebene Gleichung liefert nun fiir y;:
—l=e"—(1+e") =y/(z) —p(x) =eyi(z) =e"(—e") = -1,
und analog fiir ys:
(" = 1)e” =5 (w) — pala) = e"yy(a) = (e” — 1)e.

Um die lineare Unabhéngigkeit der gegebenen Funktionen zu zeigen, be-
rechnen wir die Wronski-Determinante

v —a (56 U0 )

Es ist also W(x) # 0 und damit nach Satz 21.15 alles gezeigt.
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6. Differentialgleichungen III

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung

y" =3y + 4y — 2y =2x — 2+ 10e".

Um die homogenen Lésungen zu bestimmen, betrachten wir das zugehorige
charakteristische Polynom (vgl. Definition 22.25)

TA) =X =30 +4r—2= A=D1\ — (1 =)\ — (1 +1)).

Die Nullstellen von 7 korrespondieren nun zu linear unabhéngigen Lésungen
der homogenen Gleichung (vgl. Satz 22.26):

yn(z) = c1€” + c2e” cos T + cze”sinx, ¢; € R.

Um eine inhomogene Losung zu bestimmen zerlegen wir die Ausgangsglei-
chung in

1) o —3y! + 4y, — 2y, = 22 — 2 und
IT) w5 — 3y5 +dys — 2y = 10e™*

und bestimmen jeweils partikuldre Losungen mittels Satz 22.27. Die rechte
Seite von I) hat die Form p(z)e®*, wobei p ein Polynom vom Grad 1 und
a = 0ist. Wegen 7(0) # 0 setzen wir als partikulire Losung y; (z) = bix+b
an. Einsetzen in I) fithrt zu —2byx + (4b; — 2by) = 22 —2, also by = by = —1
und damit ist y;(z) = —x — 1.

Analog bestimmt man y(z) = —e™* als partikuldre Losung von II) und
erhélt damit eine Losung des inhomogenen Ausgangsproblems

xT

T

yp(x) = 1(x) + po(z) = —2z —1—e ™.
Demzufolge ist fiir jede Wahl von ¢y, ¢s,¢c3 € R

y(x) = yn(x) + yp(r) = c1e” + c2e® cosx + cze’sine —x — 1 — e

Losung der gegebenen Differentialgleichung.



