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1. Kurven

i) Sei c(t) = (1 +sint)(*"!), t € [-m, 7]. Man berechne den Tangential-

cost

vektor in ¢(—m/2) und die Gleichung der Tangentialgeraden in ¢(0).

ii) Fiir die Kurve ¢ = {(z,y)7 : 22?2y + vy + 32y®> — 4 = 0} bestimme
man einen Normaleneinheitsvektor in (—1,1)T.

iii) Sei B : [0,1] — R die Bezierkurve bzgl. den Kontrollpunkten

(e () (o (2)

Man bestimme die Bezierkurve B(t) und den Tangentialvektor in B(1/2).

zu i): Fiir den Tangentialvektor erhalten wir (siehe 20.4)

é(t) = Cost<smt) +(1 —I—sint)( cost >

cost —sint

so dass ¢(—m/2) = (0,0)T und ¢(0) = (1,1)T. Weiterhin ist ¢(0) = (0,1)T,
so dass die Tangentialgerade T" in ¢(0) gegeben ist durch

T = {c(0) + Aé(0) : A ER}:{((D +>\G) :)\ER}.

bzw. T = {(z,y)T€R* : x —y = —1}.
zu ii) Fiir den Gradienten der Funktion f(z,y) = 22%y + 2y + 3zy® — 4
ergibt sich
(Azy+y+3y°
gra(if<ah y) - (:21?2 + o+ 9117y2 .

Somit ist gradf(—1,1) = (_08), und nach Bemerkung 20.6 ii) ist (0, —1)T
ein Normaleneinheitsvektor.

zu iii): Es ist (siehe 20.13)

B(t) = (g) (1—1)*co+ (i’) (1—t)2te, + (2) (1—t)t2cy + @) 3¢y

=(1—t)Pcp+3(1—t)2tc, +3(1—t)t*cy+t2c3
(2243t -1
23 +3t—-612)

Somit ist B(t) = (G;i?jét) und daher B(1/2) = (33{/22)



2. Numerik I

Bestimmen Sie die Losung des folgenden Gleichungssystems Az = b mithilfe
der LU-Faktorisierung;:

1 4 2 7
A=\ 4 17 2 |, b=| 23
2 2 2 6
Ly Uy
1 00 1 4 2 o — 4
k=0 010 417 2 RSN
00 1 2 2 2 “s =
1 00 1 4 2
k=1: 4 1 0 0 1 —6 Qg/3 = 6
2 01 0 —6 -2
1 00 1 4 2
k=2: 4 10 01 —6
2 -6 1 0 0 —38
Ly = b, y durch Riickwértselimination
Y1 = 7
Y2 = 23 — 4y = =9
y3 = 6 — 2y; + 6y, = —-38
Ux =y, = durch Riickwirtselimination
x3 =1 1
X2 -5 4+ 6xg = 1 =T = 1
ry = 7T - 4$2 - 2373 = 1 1

3. Numerik II
Gegeben ist die Gleichung 2z — In(x — 1) = 6. Weiterhin sei In3 ~ 1, 1.

(a) Bestimmen Sie ein Intervall, in dem die grofite Losung dieser Gleichung
liegt.

(b) Bestimmen Sie eine Ndherung dieser Losung mithilfe eines geeigneten
[terationsverfahrens. Fiihren Sie eine Interation aus.

zu(a) F(z) =2z —In(z —1)=6

Aus F(2) = —-2>0und F(4) =2—-1In3 ~ 0,9 > 0 folgt F(2)- F(4) <0,
also in [2, 4] existiert Nullstelle und mit wachsendem z bleibt F'(x) > 0.
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Grofte Nullstelle im Intervall [2,4]. (Graphisch auch moglich.)

u (b) Wihle z. B. Startlosung: xy = 4 und das Newton-Verfahren
5131:370—fx0)a f,( )_Q_ﬁ

20—2, 1
zp =4 % =220 113 — 3 46
3

5

. Differentialgleichungen I

Bestimmen Sie eine Funktion y : R\ {0} — R, die folgendes Anfangswert-

problem 16st:

1
zy' 4+ 2y =e* und y(—§) = 0.

Wir l6sen zuerst die zugehorige homogene Differentialgleichung
xy +2y =0

mittels Separation der Variablen (vgl. Satz 22.4). Es gilt

1 1
/;dy:—Q/E de = Inly(x)] = —2In|z|+ ¢ mit c € R.

Demnach sind sédmtliche homogenen Lésungen gegeben durch

c c .
yh(ﬂf):W:letceR

Um eine partikulédre Losung der inhomogenen Ausgangsgleichung zu finden,

verwenden wir das Verfahren der Variation der Konstanten. Nach Bemer-

kung 22.19 fithrt der Ansatz y,(z) = c(z)yn(x) = % Al

672:): 9 6721
c(z) :/ e~ F gy :/—eQIde = /xe2"“"dcc.
x x

Partielle Integration liefert ¢(z) = —1e™" (z + 3), also ist y,(z) = 21,2 — (z+3)

partikuldre Losung und nach Satz 22.16 ist fiir Jedes ¢ € R die Funktion

2 222 2

y(@) = yn(x) + ypla) = — — e (x + 1)

Losung der gegebenen Gleichung. Einsetzen des Anfangswertes liefert nun

1
O:y(—§):4c also ¢ =0,

—2z

und damit als Lésung des Anfangswertproblems y(z) = =5 (z + 3).

222
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5. Differentialgleichungen I1

Gegeben seien y;(x) = sin(Inx) und ys(x) = cos(Inx). Zeigen Sie, dass die
Funktionen y; und y, linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung
zy"(z) +y'(x) = —Ly(x) sind.

Um die Losungseigenschaft zu zeigen, berechnen wir zunéchst die ersten
Ableitungen. Es gilt:

1 1
yi(z) = cos(x—nx) und  yy(x) = —ﬁ(sin(ln z) + cos(Ilnx))
und
in(l 1
yo(z) = _sin(lnz) und ¢y (z) = —(sin(Inx) — cos(Inx)).
T T

Einsetzen in die gegebene Gleichung liefert nun fiir y;:

sin(lnz) N _ sin(Inx)
T = zy) (z) +yi(z) = xyl(m) = r
und analog fiir ys:
cos(Inz 1 cos(lnz
SO ) 4 a0 = () = )

Um die lineare Unabhéngigkeit der gegebenen Funktionen zu zeigen, be-
rechnen wir die Wronski-Determinante

W) = et (U000 000 ) e (Culid) “H) ) -1

Es ist also W(x) # 0 und damit nach Satz 21.15 alles gezeigt.

T T

6. Differentialgleichungen III

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung

y" —5y" + 8y — 4y = 3e”.

Um die homogenen Lésungen zu bestimmen, betrachten wir das zugehorige
charakteristische Polynom (vgl. Definition 22.25)

TA) = A =5 N+ 8\ —4=(A-1)(A—2)%

Die Nullstellen von 7 korrespondieren nun zu linear unabhéngigen Losungen
der homogenen Gleichung (vgl. Satz 22.26):

yn(x) = cr1e” + coe®* + czxe®™, ¢; € R.

5



Eine partikulidre Losung bestimmen wir nun mittels Satz 22.27. Die rech-
te Seite hat die Form p(z)e**, wobei p ein Polynom vom Grad 0 und
a = 1 ist. Wegen 7(1) = 0 mit Vielfachheit 1 setzen wir als partikuldre
Losung y,(7) = bre® an. Die ersten Ableitungen berechnen sich zu y,(r) =
bx + 1)e”,y,(z) = b(x + 2)e® und y,'(xr) = b(x + 3)e”. Einsetzen in die
Ausgangsgleichung fiihrt zu b = 3 und damit ist y,(z) = 3ze®.

Schliefflich ist fiir jede Wahl von ¢y, co,c3 € R

y(x) = yn(w) + yp(l') = c1e” + e + CgLL’GQI + 3ze”

Losung der gegebenen Differentialgleichung.



