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1. Differentialrechnung I
Gegeben sei die Funktion f : R3 — R mit

f(z,y,2) = yvo —y* — 2 + 6y + 2> — 4z.
i) Bestimmen Sie den Gradienten von f im Punkt (1,2, 3).

ii) Bestimmen Sie die Punkte, in denen der Gradient der Nullvektor ist.

iii) Bestimmen Sie die Hessematrix H; im Punkt (1,2, 3).

LOSuNG
5 L 0
i) grad f=| Ve—2y+6 | = gradf(1,2,3) =1 3
22 — 4 2

ii

)
s —1=0=y-2/2=0 }_g 7—-3
VE=2y+6=0=y=3V/z+3 | = Vr=2=x=4
22 —4=0=>2z=2 y=14+3=4
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2. Differentialrechnung II
Bestimmen Sie die Abmessungen [ und b eines rechtwinkligen oben offenen
Wasserauffangbeckens mit minimaler Oberfliche unter der Bedingung, dass
die Hohe h des Beckens 20 m und das Volumen des Beckens 32000 Liter
betragen soll (siehe Skizze!).

LOsuNG
Die Oberflache des Beckens ist gegeben durch die Funktion

F(l,b) =1-b+440(1+ ).
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Diese soll minimiert werden unter der Nebenbedingung, dass fiir das Volu-
men V' (1,b) = 20-1-b = 32000 gilt. Einsetzen dieser Bedingung in F' ergibt
f(1) = F(1,b) = 1600 + 40(1 + 182) = 40l + 1600 + 9% Nun ist

64000 128000
(1) =40 — Z und f"(1) = 3

Als mégliche Extremwerte erhalten wir wegen 0 = f/(I) = [ = 1600 also
[ = £40. Nur positive Lénge ist im gegebenen Problem sinnvoll, und daher
hat unter Beriicksichtigung von f”(40) > 0, die Funktion f ein Minimum bei
[ = 40. Einsetzen in die Nebenbedingung liefert, dass auch b = 40 ist, und
damit hat das Becken bei quadratischer Grundfliche minimale Oberfliache.

Eine zweite Moglichkeit ist das Vorgehen nach dem Lagrange-Verfahren
(siche Satz 15.35). Dazu sei die Nebenbedingung durch g(l,b) = 20lb —
32000 = 0 beschrieben. Ist (I,b) ein lokales Extremum von F unter der
Nebenbedingung, so existiert ein A € R, so dass

(b+40

200
= F = . =
- 40> gradF'(1,b) = X - gradg(l, b) )\< >

201

gilt. Daraus folgt b = 51>= = [ und mit g(I,b) = 0 haben wir > = 1600,

also wieder [ = £40. Damit ist [ = b = 40 ein Extremum und wir miissen
noch nachweisen, dass es sich um ein Minimum handelt.
Fiir jedes € > 0 ist mit g(l,l) = 0 auch g(#g, (1+€)l) = 20#6(1 +e)l —

32000 = 201? — 32000 = 0 erfiillt. Weiterhin gilt

F(%ﬂ,(l—i—E)l) = 1Jlr (1+e)l+40(%+(1+e)l)

€ €

1+ (1+¢)?
1+e€

> [24400-2 = F(L,1).

= > +40]

Daher kann der Punkt (I,b) = (40,40) kein Maximum sein.

3. Integralrechnung



i) Sei T der trapezformige Bereich mit Ecken (8), (g), ((1)), (g) Beschrei-
ben Sie T" als Normalbereich.

ii) Sei D = {(z,y)T e R? : -2 <2 < 0,0 <y < —2?—2x}. Der
Flacheninhalt von D betragt %. Man bestimme die y-Koordinate des
Schwerpunktes von D.

iii) Sei x3 das Volumen der 3-dimensionalen Kugel Bs = {(z,y,2)T € R? :
22 +y? + 22 < 1} mit Radius 1. Seien a,b,c > 0, und sei

E(a,b,c) = {(:)s,y, 2)TeR3: (2)2—1— (%)2—1- <§>2 < 1}.

Man zeige, dass vol(E(a,b,c)) = abc- k3.
LOSUNG

) T={(r,y)TeR?*:0<2<4,0<y<z+1}

ii) Sei yg die y-Koordinate des Schwerpunktes. Gem#f Definition 16.22
ist

1 3 0 22z
— [ yax=2 dy | d
=i s a [\ )

_§/0 12%272‘% d _§/0(4+4 P +42%)d

-1/, 59|, 93—8_293 x x7) dx

31 - 4 3\ |° 3 (—32 —32 12

- = =——|—+106+—|=——-6+14
8<5x+x+3x)2 8(5 + 16 4 3> 5 +
2
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iii) Sei A € R3*® die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen a, b, c. Dann
ist E(a,b,c) = ABs = {A(z,y,2)7: (z,y,2)T € B}, und mit Korollar
16.16 ist

vol(E(a,b,c)) = |det A| - vol(B3) = abc - ks.

. Lineare Optimierung
Fiir a,b € R betrachte man folgendes LOP:

max{zs : T+ a9 —23 < a,
2.CE1 + 21’2 — I3 é 3,
T+ 4.1'2 + bl’g < 5,

x1, 9,3 > 0}

i) Losen Sie das LOP fiir @ = 1 und b = 2 mit Hilfe der Simplexmethode.
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ii)

Geben Sie jeweils ein Paar (a,b) an, so dass das zum gegebenen Pro-
blem gehdrende Polyeder unbeschrinkt bzw. leer ist. Begriinden Sie
Thre Antwort.

LOSuNG

i)

ii)

Das Anfangstableau inklusive zusétzlichen Spalten fiir die Schlupfva-
riablen ist das folgende.

01 0 0 0 010
11 -1 1 0 01
2 2 -1 01 03
1 4 2 0 0 115
Pivotieren nach Spalte 2 und Zeile 1:
-1 0 1 -1 0 0f-1
11 -1 1 0 01
0 01 -2 1 0|1
30 6 4 0 11
Pivotieren nach Spalte 3 und Zeile 3:
1 1 1.7
e
s 10 5 0 5%
1 4 1] 5
R B
2 01 -3 0 513

Nun sind alle relativen Kosten nicht-positiv und wir kénnen die Opti-
malldsung (21, T2, 23) = (0,1, ) und den zugehdrigen Optimalwert

ablesen.

Fiir z.B. a = 1 und b = —1 ist das zugehorige Polyeder unbeschrénkt,
da dann in allen Ungleichungen, die keine Nichtnegativititsbedingun-
gen sind, die x3-Koordinate negatives Vorzeichen hat und damit fiir
alle t > 0 der Punkt (0,0,¢) im Polyeder enthalten ist.

Wiéhlt man nun z.B. a = —3 und b = 2, so ist das zugehorige Polyeder
leer. Denn dann lautet die erste Ungleichung xy 429 —x3 < —3, woraus
wegen xq, xrs > 0 folgt, dass

T3 >3+ x1+22 >3
gilt. Aus der dritten Ungleichung folgt dann aber
5 Z$1+4£B2+25L'3 26,

was ein Widerspruch ist und somit kein Punkt existiert, der gleichzeitig
allen Ungleichungen geniigt.



5. Wahrscheinlichkeitsrechnung I
Sei X die Wartezeit, die ein zufilliger Kunde in der Schlange einer Bank
steht. Der Erwartungswert von X betrage 10 Minuten, die Standardabwei-
chung 5 Minuten.

i)

ii)

Wir betrachten das arithmetische Mittel der Wartezeiten einer zufalli-
gen Stichprobe aus 100 Kunden.

Berechnen Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes die Wahrschein-
lichkeit, dass dieses arithmetische Mittel gréfer als 11 Minuten ist.

Wir nehmen nun an X sei normalverteilt mit 4 = 10 und o = 5.
Wie grof§ ist unter diesen Bedingungen die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Kunde zwischen 8 und 12 Minuten wartet?

LOsSuNG

i)

ii)

Seien X;, fiir ¢ = 1,...,100, die Elemente der Stichprobe. All die X;
sind unabhéngig und identisch verteilt (vgl. Bemerkung 19.4).

Da n = 100 grof ist, besagt der zentrale Grenzwertsatz, dass die Va-
riable X = Wlo 21122 X; als anndhernd normalverteilt mit Erwartungs-
wert ¢ = 10 und Standardabweichung ¢ = —°~ = 0,5 angenommen
werden kann. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit berechnet sich nun wie
folgt:

2
g8

P(f(>11> - 1—P<)~(§11>

o _p(X=10_1-10 - a0
5 0,5

1-0,9773 = 0,0227.

Q

Da X nun als normalverteilt mit g = 10 und ¢ = 5 angenommen wird,
ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

5 — 5 — 5
D(0,4) — (—0,4) = 2-0(0,4) — 1
~ 20,6554 —1 = 0,3108.

8—10 X -—10 _12-10
PR< X <12) = P( < < )

6. Wahrscheinlichkeitsrechnung I1
In einer Firma wird an einer gefdhrlichen Maschine eine Alarmanlage fiir
Unfille installiert. Die Wahrscheinlichkeit, dass es einen Unfall gibt, ist

0, 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Unfall der Alarm auslost, ist

0,97. Jedoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Alarm falschlicherweise
ausgelost wird 0, 02.



i)
ii)

Wie grof§ ist unter diesen Voraussetzungen die Wahrscheinlichkeit, dass
der Alarm auslost?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es trotz Alarm keinen Unfall
gegeben hat?

LOSuNG

i)

ii)

Bezeichnen wir mit A das Ereignis, dass der Alarm auslést, mit By
das Ereignis, dass es einen Unfall gibt und mit By das Ereignis, dass
es keinen Unfall gibt. Die Wahrscheinlichkeit P(A), dass der Alarm
auslost wird aufgeteilt in die Moglichkeit von Unfall (B;) oder kein
Unfall (B,). Diese zwei Ereignisse By und Bj sind disjunkt und iiber-
decken den ganzen Ereignisraum. Somit ergibt der Satz von der totalen
Wabhrscheinlichkeit (siche Satz 18.14), dass

P(A) = P(B1)P(A|By) + P(B2) P(A|By),

wobei P(B;) = 0,1, P(By) = 0,9, P(A|B;) = 0,97 und P(A|B;) =
0, 02. Folglich ist P(A) =0,97-0,1+0,02-0,9 =0, 115.

Wir suchen P(Bsy|A). Da wir keine direkte Information iiber die Wahr-
scheinlichkeit von A, unabhéngig von B; und By haben, aber trotzdem
wissen, dass B; und By disjunkt sind und den Ereignisraum iiber-

decken, kénnen wir den Satz von Bayes (siehe Satz 18.15) benutzen.
Nach i) ist P(A) = 0,115 und somit

A|B3)P(By)  0,9-0,02
P(A) 0,115

P
P(B,|A) = ( = 0,157.



Tabelle der Normalverteilung

x
=/ e~*/2d¢. Beispiel: ®(1.23) = 0.8907.

—0o0

Tabelle des Integrals ®(z) =

0.00 [ .5000 | .5040 | .5080 | .5120 | .5160 | .5199 | .5239 | .5279 | .5319 | .5359
0.10 | .5398 | .5438 | .5478 | .5517 | .5557 | .5596 | .5636 | .5675 | .5714 | .5753
0.20 | .5793 | .5832 | .5871 | .5910 | .5948 | .5987 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
0.30 | .6179 | .6217 | .6255 | .6293 | .6331 | .6368 | .6406 | .6443 | .6480 | .6517
0.40 | .6554 | .6591 | .6628 | .6664 | .6700 | .6736 | .6772 | .6808 | .6844 | .6879

0.50 | .6915 | .6950 | .6985 | .7019 | .7054 | .7088 | .7123 | .7157 | .7190 | .7224
0.60 | .7257 | .7291 | .7324 | .7357 | .7389 | .7422 | .7454 | .7486 | .7517 | .7549
0.70 | .7580 | .7611 | .7642 | .7673 | .7704 | .7734 | .7764 | .7794 | 7823 | .7852
0.80 | .7881 | .7910 | .7939 | .7967 | .7995 | .8023 | .8051 | .8079 | .8106 | .8133
0.90 | .8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 | .8315 | .8340 | .8365 | .8389

1.00 | .8413 | .8438 | .8461 | .8485 | .8508 | .8531 | .8554 | .8577 | .8599 | .8621
1.10 | .8643 | .8665 | .8686 | .8708 | .8729 | .8749 | .8770 | .8790 | .8810 | .8830
1.20 | .8849 | .8869 | .8888 | .8907 | .8925 | .8944 | .8962 | .8980 | .8997 | .9015
1.30 | .9032 | .9049 | .9066 | .9082 | .9099 | .9115 | .9131 | .9147 | .9162 | .9177
1.40 | .9192 | .9207 | .9222 | .9236 | .9251 | .9265 | .9279 | .9292 | .9306 | .9319

1.50 | .9332 | .9345 | .9357 | .9370 | .9382 | .9394 | .9406 | .9418 | .9429 | .9441
1.60 | .9452 | .9463 | .9474 | .9485 | .9495 | .9505 | .9515 | .9525 | .9535 | .9545
1.70 | .9554 | .9564 | .9573 | .9582 | .9591 | .9599 | .9608 | .9616 | .9625 | .9633
1.80 | .9641 | .9649 | .9656 | .9664 | .9671 | .9678 | .9686 | .9693 | .9699 | .9706
1.90 | .9713 | .9719 | .9726 | 9732 | 9738 | .9744 | .9750 | .9756 | .9762 | .9767

2.00 [ 9773 | 9778 | 9783 | .9788 | .9793 | .9798 | .9803 | .9808 | .9812 | .9817
2.10 ] .9821 | .9826 | .9830 | .9834 | .9838 | .9842 | .9846 | .9850 | .9854 | .9857
2.20 | .9861 | .9865 | .9868 | .9871 | .9875 | .9878 | .9881 | .9884 | .9887 | .9890
2.30 1 .9893 | .9896 | .9898 | .9901 | .9904 | .9906 | .9909 | .9911 | .9913 | .9916
2.40 1 .9918 | .9920 | .9922 | .9925 | .9927 | .9929 | .9931 | .9932 | .9934 | .9936

2.50 | .9938 | .9940 | .9941 | .9943 | .9945 | .9946 | .9948 | .9949 | .9951 | .9952
2.60 [ .9953 | .9955 | .9956 | .9957 | .9959 | .9960 | .9961 | .9962 | .9963 | .9964
2.70 1 .9965 | .9966 | .9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 | .9972 | .9973 | .9974
2.80 1 .9974 | .9975 | 9976 | .9977 | .9977 | 9978 | .9979 | .9980 | .9980 | .9981
2.90 | .9981 | .9982 | .9983 | .9983 | .9984 | .9984 | .9985 | .9985 | .9986 | .9986




